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Vjeºbe iz Matematike 1.

5. Skalarni, vektorski i mje²oviti
produkt vektora

Zadatak 1 Koji kut zatvaraju jedini£ni vektori ~m i ~n ako su vektori ~a = ~m+2~n
i ~b = 5~m− 4~n me�usobno ortogonalni?

Rje²enje:

�injenicu da su vektori ~a i ~b ortogonalni pi²emo preko skalarnog produkta:
~a ·~b = 0
(~m + 2~n) · (5~m− 4~n) = 0
5~m2 + 10~n~m− 4~m~n− 8~n2 = 0 (distributivnost, komutativnost i ~v2 = |~v|2)
5|~m|2 + 6~m~n− 8|~n|2 = 0 (~m i ~n su jedini£ni: |~m| = |~n| = 1)
5 + 6 cos ϕ− 8 = 0 (ϕ je kut izme�u vektora ~m i ~n)
cos ϕ = − 1

2 ,
odakle slijedi da je ϕ = 2π
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Zadatak 2
Zadano je |~a| = 11, |~b| = 23, |~a−~b| = 30. Izra£unajte |~a +~b|.
Rje²enje: |~a+~b|2 = (~a+~b)2 = (~a+~b)(~a+~b) = ~a2+2~a~b+~b2 = |~a|2+ |~b|2+2~a~b
Sli£no proizlazi
|~a−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2~a~b, pa zbrajanjem tih jednakosti imamo

|~a+~b|2 + |~a−~b|2 = 2(|~a|2 + |~b|2), odakle uvr²tavanjem odmah slijedi rje²enje:

|~a +~b| = 20.
Zadatak ima i geometrijsku interpretaciju: na�i kra¢u dijagonalu paralelo-

grama kojem su duljine stranica 11 i 23, a duljina duºe dijagonale iznosi 30.

Zadatak 3 Zadana su tri vrha paralelograma ABCD: A(−2,−1, 1), B(4,−2, 2)
i C(6, 1, 3). Odredite povr²inu paralelograma te kut izme�u dijagonala.

Rje²enje:

U paralelogramu vrijedi jednakost vektora −−→DC = −−→
AB. Ako ozna£imo D =

(x, y, z), imamo

(6− x)~i + (1− y)~j + (3− z)~k = (4 + 2)~i + (−2 + 1)~j + (2− 1)~k

(6− x)~i + (1− y)~j + (3− z)~k = 6~i−~j + ~k,
odakle (iz jednakosti vektora s lijeve i s desne strane jednakosti) odmah

rje²enje: D = (0, 2, 2).
Povr²inu paralelograma ¢emo izra£unati tako da na�emo skalarni produkt

vektora −−→AB i −−→AD, jer znamo da njegov modul odgovara povr²ini paralelograma
P. Najprije ra£unamo: −−→

AB = 6~i−~j + ~k,
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−−→
AD = 2~i + 3~j + ~k.

Sada je povr²ina paralelograma dana s

P = |−−→AB ×−−→
AD| =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
6 −1 1
2 3 1

∣∣∣∣∣∣ = −4~i− 4~j + 20~k =
√

42 + 42 + 202 = 12
√

3.

Ra£unamo vektore dijagonala −→AC i −−→BD:

−→
AC = 8~i + 2~j + 2~k,

−−→
DB = 4~i− 4~j,

pa je (uz oznaku α za kut me�u dijagonalama)

cos α =
−→
AC · −−→BD

|−→AC| · |−−→BD|
==

32− 8√
82 + 22 + 22 ·

√
42 + 42

=
1
2
,

pa je kut me�u dijagonalama α = 30◦.

Zadatak 4 Pokaºite da su sljede¢i vektori komplanarni
~a = 2~i−~j + ~k
~b =~i +~j − 2~k
~c =~i + 4~j − 7~k,
te izrazite ~c kao linearnu kombinaciju vektora ~a i ~b.
Rje²enje: Vektori ¢e biti komplanarni ako je njihov skalarni produkt jednak

nuli: ∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
1 1 −2
1 4 −7

∣∣∣∣∣∣ = 2(−7 + 8) + (−7 + 2) + (4− 1) = 0,

²to ovdje jest slu£aj. Dakle, zadani vektori su komplanarni.
Da izrazimo ~c kao linearnu kombinaciju vektora ~a i ~b, trebamo prona¢i α i

β takve da je ~c = α~a + β~b :

~i + 4~j − 7~k = α(2~i−~j + ~k) + β(~i +~j − 2~k),

odakle slijedi sustav

2α + β = −1
−α + β = 4
α− 2β = −7.

Rje²avanjem prve dvije jednadºbe ovog sustava dobivamo α = −1, β =
3, ²to zadovoljava i tre¢u jednadºbu (to je jo² jedna potvrda da su vektori
komplanarni). Prikaz vektora ~c kao linearne kombinacije vektora ~a i ~b glasi:
~c = −~a + 3~b.
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Zadatak 5 Odredite x ∈ R tako da vektori ~a = (2x − 6)~i + 4~j − 3~k, ~b =
(3x− 1)~i + 2~j + 2~k, ~c = (3− 8x)~i + (x− 2)~j − 3x~k budu komplanarni, te u tom
slu£aju izrazite vektor ~c kao linearnu kombinaciju vektora ~a i ~b.

Rje²enje:

Vektori ¢e biti komplanarni ako i samo ako je∣∣∣∣∣∣
2x− 6 4 −3
3x− 1 2 2
3− 8x x− 2 −3x

∣∣∣∣∣∣ = 0,

odakle dobivamo dva rje²enja:
x1 = 4 i x− 2 = − 3

11 .

Pogledajmo kako izgledaju vektori ~a, ~b i ~c za x = 4. Dobiva se
~a = 2~i + 4~j − 3~k, ~b = 11~i + 2~j + 2~k i ~c = −29~i + 2~j − 12~k.
Znamo da su ova tri vektora komplanarna, tj. da jedan od njih moºemo

izraziti kao linearnu kombinaciju prostalih dvaju, uzmimo vektor ~c:
~c = α~a + β~b, tj.
−29~i + 2~j − 12~k = α(2~i + 4~j − 3~k) + β(11~i + 2~j + 2~k),
odakle izjedna£avanjem koe�cijenata uz koordinatne vektore dobivamo

2α + 11β = −29
4α + 2β = 2

−3α + 2β = −12.

Ovaj sustav od tri jednadºbe s dvije nepoznanice ima jedinstveno rje²enje i ono
iznosi α = 2, β = −3, pa je prikaz vektora ~c kao linearne kombinacije vektora ~a
i ~b dan s ~c = 2~a− 3~b.

Zadatak 6 Pokaºite da su vektori ~a = 3~i−~j, ~b =~i+~j +~k, ~c = ~j−3~k linearno
nezavisni i prikaºite vektor ~i kao njihovu linearnu kombinaciju.

Zadatak 7 Dokaºite da vektori: ~a = −~i− 2~j +x~k,~b = −4~j +x~k,~c = x~i+~j +~k
za nijedan x ∈ R nisu komplanarni!
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